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Аннотация. Физические явления, возникающие вблизи границы раздела сред с различны-
ми характеристиками, требуют учета некоторых особенностей при их моделировании. Необходимо
учитывать тот факт, что на границе раздела параметры окружающей среды претерпевают из-
менения. Например, экспериментально полученные графики распределения температуры среды
вблизи границы раздела вода-воздух имеют излом на границе, поэтому при моделировании про-
изводная функции распределения температуры должна быть разрывной. Функция, обладающая
такой особенностью, может являться решением задачи для уравнения теплопроводности с разрыв-
ным коэффициентом температуропроводности и разрывной функцией, описывающей источники
тепла. Поскольку коэффициент температуропроводности в переходном слое вода-воздух является
малым, в уравнении перед пространственной производной возникает малый параметр, что делает
уравнение сингулярно возмущенным. Решение краевой задачи для такого уравнения может иметь
вид контрастной структуры, то есть функции, в области определения которой содержится подоб-
ласть, где функция обладает большим градиентом. Такая подобласть называется внутренним пе-
реходным слоем. Из экспериментальных наблюдений известно, что в случае перепада температур
между водой и воздухом (летний день) вблизи границы раздела возникает подобный переходный
слой с резким изменением температуры. Существование решения задачи с внутренним переходным
слоем нуждается в обосновании, которое можно провести при помощи асимптотического анали-
за. В настоящей работе было проведено подобное аналитическое исследование, и это позволило
доказать существование решения, а также построить его асимптотическое приближение.
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Введение
Физические явления, возникающие вблизи границы раздела сред с различными ха-
рактеристиками, требуют учета некоторых особенностей при их моделировании.
Необходимо учитывать тот факт, что на границе раздела параметры окружающей
среды претерпевают изменения. Например, экспериментально полученные графи-
ки распределения температуры среды вблизи границы раздела вода-воздух имеют
излом на границе, поэтому при моделировании производная функции распреления
температуры должа быть разрывной [1]. Функция, обладающая такой особенно-
стью, может являться решением задачи для уравнения теплопроводности с разрыв-
ным коэффициентом температуропроводности и разрывной функцией, описываю-
щей источники тепла. Задачу можно считать одномерной, рассматривая изменение
температуры только вдоль оси, направленной перпендикулярно границе раздела
сред, и стационарной, если рассматривать не очень продолжительные промежутки
времени (в пределах часа). Коэффициент температуропроводности в переходном
слое вода-воздух является малым [2], поэтому в уравнении перед пространствен-
ной производной возникает малый параметр, что делает уравнение сингулярно воз-
мущенным. Решение краевой задачи для такого уравнения может иметь вид кон-
трастной структуры, то есть функции, в области определения которой содержится
подобласть, где функция обладает большим градиентом [3–6]. Такая подобласть
называется внутренним переходным слоем. Из экспериментальных наблюдений из-
вестно, что в случае перепада температур между водой и воздухом (летний день) на
границе раздела сред температура претерпевает резкое изменение. Тем самым для
моделирования температуры на границе можно использовать краевую задачу для
сингулярно возмущенного уравнения теплопроводности с разрывными коэффициен-
том температуропроводности и функцией, описывающей источники. Существование
решения с внутренним переходным слоем такой задачи нуждается в обосновании,
которое можно провести при помощи асимптотического анализа [7,8]. В настоящей
работе было проведено подобное аналитическое исследование, и это позволило дока-
зать существование решения, а также построить его асимптотическое приближение.
1. Постановка задачи













(1) = 0, (1)
где ε ∈ (0; ε0] – малый параметр. Будем считать, что выполняются следующие усло-
вия:
Условие 1. Пусть функция k(x) определена и строго положительна при x ∈
[−1; 1], а функция f(u, x, ε) определена на множестве u ∈ Iu × [−1; 1] × (0; ε0], где
Iu− допустимый интервал изменения u.
Пусть существует внутренняя точка x0 отрезка [−1; 1], достаточно удален-
ная от его краев, в которой функция k(x) может претерпевать разрыв первого
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k(−)(x), −1 ≤ x ≤ x0,
k(+)(x), x0 ≤ x ≤ 1,
причем функции k(∓)(x) являются достаточно гладкими на отрезках [−1; x0] и
[x0; 1] соответственно.
Пусть функция f(u, x, ε) претерпевает разрыв первого рода вдоль отрезка пря-
мой {u ∈ Iu, x = x0, ε ∈ (0, ε0]} :
f(u, x, ε) =
{
f (−)(u, x, ε), u ∈ Iu, −1 ≤ x ≤ x0, ε ∈ (0, ε0];
f (+)(u, x, ε), u ∈ Iu, x0 ≤ x ≤ 1, ε ∈ (0, ε0],
f (−)(u, x0, ε) 6= f (+)(u, x0, ε),
причем функции f (∓)(u, x, ε) являются достаточно гладкими на множествах Iu×
[−1; x0]× (0; ε0] и Iu × [x0; 1]× (0; ε0] соответственно.
Определение 1. Будем называть решением задачи (1) функцию u(x, ε) ∈ C ([−1; 1])∩
C2 ((−1; 1) \ x0), удовлетворяющую уравнению (1) при x ∈ (−1; x0)∪ (x0; 1), гранич-




(x0 − 0) = k(+)(x0)du
dx
(x0 + 0).
Условие 2. Пусть уравнение f (−)(u, x, 0) = 0 имеет на отрезке [−1; x0] изолиро-
ванное решение u = ϕ(−)(x), а уравнение f (+)(u, x, 0) = 0 имеет на отрезке [x0; 1]
изолированное решение u = ϕ(+)(x), причем выполняется неравенство
ϕ(−)(x0) < ϕ(+)(x0).




> 0, а при





Далее будем исследовать такое решение задачи (1), которое слева от точки x0
близко к функции ϕ(−)(x), справа от точки x0 близко к функции ϕ(+)(x) и резко
изменяется от значений ϕ(−)(x) до значений ϕ(+)(x) в окрестности точки x0.
1.1. Присоединенные уравнения










= f (−)(u˜, x0, 0), ξ < 0; k(+)(x0)
d2u˜
dξ2
= f (+)(u˜, x0, 0), ξ > 0. (3)











f (∓)(u˜, x0, 0). (4)
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При выполнении условия 2 каждая из точек (ϕ(∓), 0) является точкой покоя ти-
па седла соответствующей присоединенной системы на фазовой плоскости (u˜,Φ).
Разделим второе уравнение каждой из систем на первое и домножим обе части по-









f (∓)(u˜, x0, 0).
Условие 3. Пусть при ϕ(−)(x0) < p ≤ ϕ(+)(x0) выполняется неравенство
p∫
ϕ(−)(x0)
f (−)(u, x0, 0)du > 0,
а при ϕ(−)(x0) ≤ p < ϕ(+)(x0) выполняется неравенство
p∫
ϕ(+)(x0)
f (+)(u, x0, 0)du > 0.
При выполнении условия 3 на фазовой плоскости (u˜,Φ) существуют сепаратриса
Φ(−)(u˜), выходящая из седла (ϕ(−), 0) при ξ → −∞, и сепаратриса Φ(+)(u˜), входящая




f (∓)(u, x0, 0)du. (5)
Введем функцию




f (−)(u, x0, 0)du−
√√√√√2k(+)(x0) u˜∫
ϕ(+)(x0)
f (+)(u, x0, 0)du.






k(−)(x0)Φ(−)(u˜)− k(+)(x0)Φ(+)(u˜) = 0.





k(−)(x0)f (−)(p0, x0, 0)− k(+)(x0)f (+)(p0, x0, 0)
k(−)(x0)Φ(−)
6= 0.
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2. Асимптотическое представление решения
Асимптотическое приближение решения задачи (1) будем строить отдельно слева и
справа от точки x0:
U(x, ε) =
{
U (−)(x, ε), x ∈ [−1; x0],
U (+)(x, ε), x ∈ [x0; 1].
Функции U (−)(x, ε) и U (+)(x, ε) будем сшивать в точке x0, считая, что выполнены
равенства
U (−)(x0, ε) = U (+)(x0, ε) = p(ε),
где величина p(ε) пока неизвестна. Выпишем отдельно задачи для функций U (−)(x, ε)











U (−), x, ε
)
, x ∈ (−1; x0),
dU (−)
dx











U (+), x, ε
)
, x ∈ (x0; 1),
dU (+)
dx
(1, ε) = 0, U (+)(x0, ε) = p(ε). (7)
Каждую из функций U (∓)(x, ε) будем искать в виде суммы трех слагаемых:





здесь u¯(∓)(x, ε) – регулярная часть разложения, функции Q(∓)(ξ, ε) описывают по-
ведение решения в окрестности точки x0, переменная ξ определяется выражением




описывают поведение решения в окрестностях гранич-
ных точек отрезка [−1; 1], η(∓) = x± 1
ε
− растянутые переменные вблизи каждой из
точек x = ∓1.
Каждую из функций (8), а также величину p(ε) будем искать в виде разложения
по степеням малого параметра ε :
u¯(∓)(x, ε) = u¯(∓)0 (x) + εu¯
(∓)
1 (x) + ... ; (9)
Q(∓)(ξ, ε) = Q(∓)0 (ξ) + εQ
(∓)












+ ... ; (11)
p(ε) = p0 + εp1 + . . . (12)
Неизвестные коэффициенты pi будем определять из условия сшивания произ-
водных функций U (−)(x, ε) и U (+)(x, ε), которое следует из определения 1 с учетом
разложений (9) – (12):
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Здесь учтено, что переходный слой находится на достаточном удалении от границ
отрезка, а параметр ε достаточно мал, чтобы вклад в условия сшивания в точке x0
пограничных функций был меньше любой степени ε.
2.1. Регулярная часть асимптотического представления
Уравнения для функций регулярной части получаются согласно стандартному ал-





















1 + ..., x, ε
)
, (14)
если разложить функции в правых частях по формуле Тейлора по степеням ε, а за-
тем приравнять в обеих частях каждого равенства коэффициенты при одинаковых
степенях малого параметра.
Приравнивая нулю единственное слагаемое при ε0 в каждом из равенств (14),
получим уравнения
f (∓)(u¯(∓)0 , x, 0) = 0. (15)





Далее для краткости будем использовать обозначение
f¯ (∓)(x) := f (∓)(ϕ(∓)(x), x, 0)
и аналогичные обозначения для производных функции f : f¯ (∓)u (x), f¯ (∓)x (x), f¯ (∓)ε (x).
На каждом следующем этапе из равенств (14) будем получать уравнения вида
f¯ (∓)u (x)u¯
(∓)
i (x) = h¯
(∓)
i (x),
где h¯(∓)i (x) – функции, известные на каждом шаге i = 1, 2, . . . В частности,
h¯
(∓)
1 (x) = −f¯ (∓)ε (x).
2.2. Функции переходного слоя
Уравнения для функций переходного слоя получаются, если приравнять коэффи-





























0 (x0 + εξ) + εu¯
(∓)











0 (x0 + εξ) + εu¯
(∓)
1 (x0 + εξ) + ..., x0 + εξ, ε
)
. (17)
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Граничные условия для функций Q(∓)i (ξ), i = 0, 1, ... при ξ = 0 будем получать,
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра в условии
непрерывного сшивания функций U (−)(x, ε) и U (+)(x, ε) с учетом разложений (9),
(10) и (12) :
u¯
(−)
0 (x0) + εu¯
(−)
1 (x0) + ...+Q
(−)
0 (0) + εQ
(−)
1 (0) + ... =
= u¯
(+)
0 (x0) + εu¯
(+)
1 (x0) + ...+Q
(+)
0 (0) + εQ
(+)
1 (0) + ... =
= p0 + εp1 + . . . (18)
Кроме того, потребуем убывания функций переходного слоя на бесконечности:
Q
(∓)
i (∓∞) = 0, i = 0, 1, . . . (19)
2.2.1. Функции переходного слоя нулевого порядка
Из равенств (17), (18) и (19) в нулевом порядке с учетом равенств (15) и (16) получим















0 (0) + ϕ
(−)(x0) = Q
(+)
0 (0) + ϕ
(+)(x0) = p0; Q
(∓)
0 (∓∞) = 0. (20)
Задачу для функции Q(−)0 (ξ) будем решать на полупрямой ξ ≤ 0, а для функции
Q
(+)






0 (ξ), ξ ≤ 0;
ϕ(+)(x0) +Q
(+)









, ξ ≥ 0.
(21)




= f (∓) (u˜, x0, 0) ; u˜(0) = p0; u˜(∓∞) = ϕ(∓)(x0).
Уравнения, из которых определяется функция u˜(ξ) на каждой из полупрямых ξ ≤ 0
и ξ ≥ 0 совпадают с присоединенными уравнениями (3). Согласно выводам пункта














f (+)(u, x0, 0)du, ξ ≥ 0, u˜(0) = p0.
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С использованием обозначений (21) условия сшивания производных (13) в по-
рядке ε−1 принимают вид:
k(−)(x0)Φ(−)(0) = k(+)(x0)Φ(+)(0),
поэтому, если выбрать величину p0 согласно условию 4, то u˜(ξ) окажется непрерыв-
ной функцией, а условия сопряжения (13) выполненными в порядке ε−1.
Можно доказать справедливость оценок∣∣u˜(∓)(ξ)− ϕ(∓)(x0)∣∣ ≤ Ce−κ|ξ|,
где C и κ – не зависящие от ε положительные константы, откуда с учетом ра-
венств (21), связывающих функции Q(∓)0 (ξ) и u˜(∓)(ξ), получаем следующие оценки
для функций Q(∓)0 (ξ): ∣∣∣Q(∓)0 (ξ)∣∣∣ ≤ Ce−κ|ξ|. (22)
2.2.2. Функции переходного слоя первого порядка
Для краткости введем обозначение





Аналогичный смысл будут иметь обозначения f˜ (∓)u (ξ), f˜ (∓)x (ξ), f˜ (∓)ε (ξ).
Из равенств (17), (18) и (19) в порядке ε1 получим следующие задачи для функ-






− f˜ (∓)u (ξ)Q(∓)1 = Q(∓)1 f(ξ);
Q
(−)
1 (0) + u¯
(−)
1 (x0) = Q
(+)
1 (0) + u¯
(+)
1 (x0) = p1; Q
(∓)









































Функции Q(∓)1 f(ξ) имеют экспоненциальные оценки вида (22). Решения этих задач
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Поскольку Q(∓)1 f(ξ) имеют оценки типа (22), то и Q
(∓)
1 (ξ) имеют аналогичные оцен-

















Здесь мы использовали равенства для производных
dΦ(∓)
dξ
из системы (4) и учли
обозначение (23).

























Подставляя сюда выражение для производных функций Q(∓)1 (ξ) и учитывая вы-
ражение для производной dH/du˜ из условия 5, а также равенство из условия 4,
получим уравнение для коэффициента p1 разложения (12):
dH
du˜































Это уравнение разрешимо в силу неравенства из условия 5.
2.2.3. Функции переходного слоя старших порядков






− f˜ (∓)u (ξ)Q(∓)i = Q(∓)i f(ξ);
Q
(−)
i (0) + u¯
(−)
i (x0) = Q
(+)
i (0) + u¯
(+)
i (x0) = pi; Q
(∓)
i (∓∞) = 0,
где правые части уравнений – функции Q(∓)i f(ξ) – известны.
Задачи для функций с верхним индексом «(−)» решаются на полупрямой ξ ≤ 0,
а для функций с верхним индексом «(+)» – на полупрямой ξ ≥ 0.
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Для функций Q(∓)i (ξ) имеют место экспоненциальные оценки вида (22). Коэф-
фициенты pi разложения (12) определяются из уравнений:
dH
du˜
(p0) · pi = Gi,






пограничного слоя в окрестностях точек x = −1 и x = 1
соответственно строятся стандартным образом [9, 10] в виде разложения (11) по
степеням ε. Эти разложения не содержат членов нулевого порядка, что характерно




, i = 1, 2, . . . экспоненциально убывают,
при η(∓) → ∓∞.
3. Основной результат
Теорема 1. При выполнении условий 1 – 5 краевая задача (1) имеет решение u(x, ε)









































, x0 ≤ x ≤ 1.
Доказательство.
Определим функции u¯(∓)i (x) и Q
(∓)
i (ξ), а также коэффициенты pi в разложениях
(9) – (12) при всех i = 0, 1, ..., n+ 1.
Составим суммы
















Согласно [9] существуют решения задач (6) и (7), для которых эти суммы явля-
ются асимптотическими представлениями, то есть верны равенства








U (−)(x, ε) −1 ≤ x ≤ x0,
U (+)(x, ε) x0 ≤ x ≤ 1.
Функция u(x, ε) является непрерывной в силу условий при x = x0 задач (6) и (7).
Покажем, что можно подобрать значение p(ε) таким образом, что условие сопряже-
ния из определения 1 окажется выполненным, и тем самым функция u(x, ε) будет
решением задачи (1) по определению.
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Представим величину p(ε) в виде следующей суммы:
p(ε) = p0 + εp1 + ...+ ε
n+1(pn+1 + δ). (26)
где δ – некоторая константа.
Проведем модификацию асимптотических представлений (25) функций U (∓)(x, ε)
в порядке εn+1 :





























Функции Q(∓)n+1f(ξ) являются известными (см. пункт 2.2.3.). Для производных функ-
































Подставляя в эту разность выражения (28) для производных функций U (∓)(x, ε),
учитывая выполнение условия (13), а также явные выражения для производных
функций Q˜(∓)n+1(ξ), которые можно получить из выражения (27) по аналогии с (24),
получим следующее равенство:





В силу условия 5 выражение
dH
du˜
(p0) отлично от нуля, поэтому найдется величина
δ – решение уравнения I(δ, ε) = 0; тем самым будет выполнено равенство (29) Таким
образом, функция u(x, ε) по определению будет решением задачи (1).
4. Пример














(1) = 0. (30)
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За границу раздела сред примем точку x0 = 0, считая, что водная среда располо-
жена при x < x0, а воздух – при x > x0 . Функция ε2k(x) играет роль коэффициента
температуропроводности. Из экспериментальных данных известно, что эта функция
претерпевает разрыв первого рода на границе раздела сред [1], поэтому положим
k(x) =
{
1, x ∈ [−1; 0],
2, x ∈ [0; 1]. (31)
Функция в правой части уравнения (30) играет роль стока тепла в воде и источника
тепла в воздухе, ее можно представить в виде
f(u, x) =
{
u− Uw, x ∈ [−1; 0],
u− Ua, x ∈ [0; 1],
(32)
где Uw и Ua – температура в воде и в воздухе соответственно. Эти величины будем
считать постоянными.
Нетрудно проверить, что для поставленной задачи выполняются условия 1 – 3.
Выпишем для рассматриваемого примера задачи (6) и (7) относительно функций















Каждую из этих задач можно решить точно:




, x ∈ [−1; 0];





, x ∈ [0; 1].
Подставив эти выражения для функций U (∓) в условие сопряжения из опреде-




































, x ∈ [0; 1].
(33)
На рисунке представлен график решения задачи (30) при Uw = 295, Ua = 300,
ε = 0, 1.
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Рис. 1. График точного аналитического решения задачи (30)
Fig. 1. The plot of the exact analytical solution of the problem (30)
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Abstract. Physical phenomena that arise near the boundaries of media with different characteris-
tics, for example, changes in temperature at the water-air interface, require the creation of models for
their adequate description. Therefore, when setting model problems one should take into account the
fact that the environment parameters undergo changes at the interface. In particular, experimentally
obtained temperature curves at the water-air interface have a kink, that is, the derivative of the temper-
ature distribution function suffers a discontinuity at the interface. A function with this feature can be a
solution to the problem for the heat equation with a discontinuous thermal diffusivity and discontinuous
function describing heat sources. The coefficient of thermal diffusivity in the water-air transition layer
is small, so a small parameter appears in the equation prior to the spatial derivative, which makes the
equation singularly perturbed. The solution of the boundary value problem for such an equation can
have the form of a contrast structure, that is, a function whose domain contains a subdomain, where
the function has a large gradient. This region is called an internal transition layer. The existence of a
solution with the internal transition layer of such a problem requires justification that can be carried out
with the use of an asymptotic analysis. In the present paper, such an analytic investigation was carried
out, and this made it possible to prove the existence of a solution and also to construct its asymptotic
approximation.
Keywords: heat conduction equation, asymptotic methods, small parameter, discontinuous heat
conductivity coefficient, discontinuous sources
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